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RESUMO

Neste trabalho de Conclusdo de curso de especializagdo no ensino de fisica,
analisamos alguns aspectos da dindmica do movimento de um projétil no plano
vertical e de curta distancia, considerando que este interage com dois tipos de
forcas, uma a forca gravitacional, que é vertical e conservativa e outra que € devido
a interacao do projétil com as particulas de ar ( atmosfera) que resulta numa forca
de atrito de natureza dissipativa. Neste ultimo caso ainda consideramos as duas
formas de forca de atrito, uma que é linearmente proporcional ao vetor de velocidade
instantdnea do projétil e a outra forma onde a forca de atrito € quadraticamente
proporcional ao vetor da velocidade instantanea do projétil. Em particular nos
analisamos como é a dissipacdo da energia mecanica do projétii em diferentes
parametros das condi¢des iniciais de tiro, angulo de tiro e a velocidade inicial, em
cada caso das formas dissipativas das forcas de atrito.

Palavras-chave: Projétil. Particula. Forgas.



ABSTRACT

In this Conclusion work of a specialization course in physics teaching, we analyze
some aspects of the dynamics of the movement of a projectile in the vertical plane
and short distance, considering that it interacts with two types of forces, the
gravitational force, which is vertical and conservative and another that is due to the
interaction of the projectile with the air particles (atmosphere) which results in a
frictional force of dissipative nature. In the latter case we still consider the two forms
of frictional force, one that is linearly proportional to the instantaneous velocity vector
of the projectile and the other form where the frictional force is quadratically
proportional to the vector of the instantaneous velocity of the projectile. In particular,
we analyze how the projectile’s mechanical energy dissipates in different parameters
of the initial firing conditions, firing angle and initial velocity, in each case of the
dissipative forms of the frictional forces.

Keywords: Projectile. Particle. Forces.
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1. INTRODUCAO

E muito comum ao estudarmos a Dinadmica de uma particula e nos
depararmos com a relacdo entre movimento de um corpo e a causa desse
movimento, pois sabemos que a causa deste é o resultado da interagdo com outros
corpos. No caso do movimento parabdlico a trajetéria descrita por um projétil € o
resultado da interacdo com as particulas suspensas no ar atmosférico e a gravidade,
provocando uma aceleracéo nela.

Desde o ponto de vista cinematico, o movimento parabdlico pode ser
descomposto em dois eixos, 0 eixo horizontal e o eixo vertical, tendo no eixo
horizontal um movimento do tipo retilineo uniforme (MRU) e no eixo vertical,
considerando o valor local e constante da gravidade, um movimento do tipo retilineo
uniformemente acelerado (MRUV).

Nesse sentido, as equacbes de movimento do projétil podem ser resolvidas
tanto cinematicamente como dinamicamente a través do teorema da conservacéao de
energia mecanica, isto € por que a acdo da gravidade gera uma forca conservativa.
Assim, todos os parametros do movimento parabdlico podem ser calculados, isto €,
seu alcance maximo, altura maxima, tempo de voo, etc.

No caso de um movimento real do projétil, varios fatores adicionais devem ser
considerados nas equacfes de movimento, estes fatores podem ser a forca de atrito
do ar, geometria do projétil e até os efeitos de rotacdo da Terra, neste Ultimo, um
sistema de referencia ndo inercial deve ser introduzido para escrever as equagoes
de movimento.

Nesse sentido varios trabalhos ja foram realizados considerado a resisténcia
no movimento do projétil, onde sdo analisados alguns parametros em determinadas
configuragdes dinamicas [1] [2] [3] [4].

Neste trabalho de TCC, n0s vamos a considerar o movimento do projétil de
curta distancia, dessa forma os efeitos de rotacdo da Terra ndo serdo incluidos, nos
somente consideraremos a forca resistiva do ar, porém, serdo analisados 0s casos
onde essa forca de atrito € linearmente proporcional a velocidade do projétil e
guadraticamente proporcional a velocidade do projétil, respectivamente. Alguns
parametros cinematicos e dindmicos do movimento seréo discutidos em cada caso.

Este trabalho monografico sera dividido em quatro capitulos. Segue uma

breve descricdo do que o leitor encontrara em cada um deles.



a) O primeiro capitulo descreve a introducao do trabalho.

b) O segundo esta relacionado sobre a fundamentacgéo tedrica e, nesta inclui-
se também as equacdes de movimento, altura maxima, equacdo da trajetoria do
projétil os intervalos de subida, posicdo de impacto de projétil, alcance maximo e a
energia dissipativa do projétil.

c) O terceiro descreve as equacdes de movimento para o quadrado da
velocidade e a energia dissipativa do projétil para o quadrado da velocidade.

d) No quarto capitulo as consideracdes Finais.
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2. FUNDAMENTACAO TEORICA

Quando se pensa em analisar um movimento parabdlico devemos relacionar
com este movimento a segunda lei de Newton, pois esta € que nos vai possibilitar a
descrever o que ir4 acontecer durante este percurso, seja com resisténcia do ar ou
sem.

Nos estudos j& realizados, muitos fazem suas analises sem levar em
consideracdo as forcas dissipativas, onde seus resultados de forma analitica
descrevem as equacfes de movimento e da trajetoria.

Ja os voltados com resisténcia do ar proporcional a velocidade e proporcional
ao quadrado da velocidade que ndo sdo muitos estudos feitos, esses se restringem
em apenas descrever as suas velocidades nos eixos vertical e horizontal e a sua
trajetdria descrita no movimento.

2.1 Equagdes de Movimento Linear

Vamos considerar uma particula de massa m lancada obliguamente com
velocidade (inicial) de médulo v, > 0 segundo um angulo 8 € (0; m/2) como mostra
a figura 1, em relac&o ao solo suposto inercial [1].

Vamos considerar que a particula, uma vez lancada, estara sob acdo da forca

peso.
F=-mg (*)
E de uma forca resistiva, que vamos supor ser proporcional a velocidade
f = ~ks, (+%)

Sendo ¥ = v,i + vyj e k > 0 e constante.
Definimos que as condicdes iniciais serdo dadas por
7(0) = vycosh i + vysend j.
Figura 1 - Par&metros béasicos do Movimento

y

Vg 2
/

Bo

X

Fonte: Autor
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Analisando a figura 1 é o esboco da trajetéria do projetil de massa m, lancado
com angulo de disparo S, e velocidade inicial ¥,

Portanto vamos escrever as componentes cartesianas em termos de

v, (0) = vycos (%)

v',(0) = vysend, (%)

para x(0) =0e y(0) =0.

Da primeira condicdo de equilibrio podemos determinar a velocidade no eixo

dv dv k Vx dv k (f
m—=—kv:>—=——dt:>j —=——j dt
dt v m v U mJ,

0x

kt Uy
——=lnv, — lnvy,= —kt =In (—)
m Vox

Lembramos que y = e*<x = In(y)
—kt oy,
em =2 (1)

Substituindo () na expressao acima, obtemos:

ve(t) = vocosﬁoe%t 2)

2.1.1 Posicdoem X

Sendo v, =% e substituindo na equacgédo (2), obtemos a equacao que

gueremos.
—kt dx Lokt x m( -kt
Vgx € m =—:>v0xf emdtzf dx = vy, ——(em —1)]
dt B 0 k
m _kt
x(t) = ;vocosﬁo (1 —e m) (3)

A expressao acima nos fornece aposicao do projétil no eixo das abcissas.

Da equacéo (3), obtemos:

= (1-e7n) @)

muvgycosfBy

novamente de (3), obtemos:

kt

_ 4 _ _Xk — X _
e m=1 m— mas y = e*<x = In(y),

Logo:
kt xk m xk
——=im(1-—)==—Tm(1-——)

m muvg, muv,
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tz—%ln(l—ﬂ : ) (5)

mvg cos6
2.1.2 VelocidadeemY
Para determinarmos a velocidade no eixo das ordenadas devemos primeiro

fazer a relacdo de equilibrio do sistema.

Fr=f—-mg

dv_ i dv_ +kv
mdt = v —mg :mdt = —(g m)

dv Yy dv t m kv, kvo,
—kv:dt:) —kU:_ dt :;Eln g+t———g+ m = —t
g+ voy (g +—-) 0

kv kv kv
m 9+ 9t m m 9t \_ .
—In =—t =In ——t = =e m
kvo,y kv, k kv,
+ +—2
m m m
kv kv kt kv kv kt
<g+—y>=<g+ Oy)e_ﬁs—y——g+<g+—y>e_ﬁ
_m kvoy _kt
w=glmg+(g+52) e ©)

Esta expressao é que nos fornece a velocidade que o projétil percorre no eixo
das ordenadas.
2.2 Intervalo de subida

Sabemos que no ponto mais alto da trajetoria v, = 0 e aplicando na equagao

(6), obtemos:

0= —%+(%+voy> e_%

mg _mg _kt mg mg _kt
T=(T+voy>e m = T=(7+v0y)e m
mg _ mg kt mg [ k 1) Kk
= () e B = ()=

kt
(1 + ﬂ) = e m, utilizando a expresséao (1), obtemos:

on

ts=—§—%1n(1+ﬂ) 7)

‘on
Vamos definir t; = y que € a equacgdo que encontramos para o tempo de voo

do projétil.
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2.3 Equacéao da posicao emy

Sando que v, = % e aplicando em (6), obtemos:
dy ~mg mg _kt [ mg mg _kt
E——T+(T+voy)e m = dy = —T+(T+voy)e m]dt

0

. mg mg m/ _kt
v =yo == t+ (G +voy) |- (e~ 1)

__mg mg m _kt
Y= o= =T t+ (G + v [ (1-em)
__mg m?g | mvoy\ (-
y(©) = yo = —"0e+ (L4 T2 (1-e7n)
Substituindo ( **** ) na equacdo acima, obtemos:
2 kt
y(t) = yo + 22t + (52 4 meinie) (1 = e‘E) 8)

Na expressdo acima nos mostra como podemos determinar a posicao do

() mg (* mg bkt
Lo dyz_TJ;)dt-i_(T-l_vOy)J e m dt

projétil na vertical.
2.4 Altura maxima

Vamos definir h,s, = y(t) e substituindo na equacdo (8), obtemos a
expressao abaixo.

m m? muvysen kt
fima = _Tgt * ( kzg 7 ﬁo) (1 - ew)

Agora vamos substituir (7) na expressao acima, obtemos:

k
Rmax = _ﬂy + (mZg n mvosenﬁo) (1 _ e_%) o

k K2 k
Esta equacdo acima mostra de forma devemos determinar a altura maxima no
ponto mais alto da trajetoria.
2.5 Equacao da Trajetoria do Projétil
Para podermos determinar uma equacado para trajetoria do projétii vamos

utilizar as equacgoes (4) e (5) e substituir na equagao (8).

y(x) = —%(—%ln(l_ﬂ 1 ) )_l_(rrlljzg_l_mvoienﬁo) (1_6_%>

muvg cosfy

v =R (1) ) (et (1)

mvg cosfy

=21 2 ) ) [ (2 e ey
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xk 1 ) ) 1 (mgx 1 mvosenﬁoxk>]
muv, cosf k?\ kv, cosB, kmuvycosp,

_1( 251 (1 xk 1 ) >+ 1 (kmgx 1 +mvosenﬁ0xk2
y(x)—k2 mgm muv, cosf k?\ vy, cosp, kmvycospf,

1 k1 k 1 k?
Jo) =4 lngl" (1 R ) N ( mgx N muvgsenfox )l

y(x) = klz(ngln (1 -

k? muv, cosf vy cospf kmvycospf,
_ i > _ ﬂ 1 kmgx 1 2
y(x) T k2 [m gln (1 mvg cosﬁo) + ( vy cosfy +k"xtan '80)] (10)

A expressdo encontrada nos fornece de que forma podemos determinar a
trajetdria que o projétil percorreu.
2.6 Posicdo de impacto do projetil

Derivando a equacéao (7) em relagdo ao angulo em que foi disparado o projetil
encontramos a equacao da posi¢do onde o projetil caiu de acordo com a relacédo da
referéncia [2].

()_1[ 2] (1 xk 1 )_l_(kmgx 1 bt >]
= L muvg cosfS, vy €oSP xtan B
diy =0) d { 17, ( xk 1 ) (kmgx 1
= = —|m¥%gin|(1 - — + + k?x tan )]}
Aoy a) W ™I\ "y caspe) T \ oy coshs Fo

0= m2g <_ m2vy2sen(f,) cos(By) kx > mg sen(By)kx + K2x sec?(Bo)

m3v34c0s3(fy) — m?vy?cos?(By) vocos?(Bo)

0= mg < m?vy2sen(B,) cos(By) kx > Lmg sen(By)kx +K2x(1+ tan®(By))

m3v34c0s3(fy) — m?vy?cos?(By) vocos?(Bo)

B m?gsen(B,) kx mg sen(Bo)kx + k?xv, + k*xvcos?(B,)
cos(Bo) (mvg cos(By) — kx) vocos?(By)
m?gsen(p,) kx _ mg sen(Bo)kx + k?xv, + k?xvocos®(By)

cos(Bo) (mvg cos(Bo) — kx) Vo052 (Bo)
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m?gsen(B,) kxvycos(By)
(mw, cos(By) — kx)

= mg sen(By)kx + k?xv,

m?gsen(B,) kxvycos(By)
(mw, cos(By) — kx)

— mg sen(By)kx = k?xv,

= _M%0c0s(Bo) (11)

mg sen(By)+kvy
A equacdo acima nos fornece o ponto e impacto que o projétil atingiu o solo
apos percorrer a trajetoria parabdlica.
2.7 Alcance Maximo
De acordo com a relacdo da referéncia 2,vamos definir Q = ax? e substituindo
em (9) e derivando novamente em relagcdo ao angulo de disparo, obtemos a

expressao que nos fornece o a qual distancia maxima o projetil pode percorrer.

xk 1 kmgx 1
)+
mv, cosf,

ax? = {% [ngln (1 — + k%x tan ﬁo)]}

vy cospP

+ k2x(1

2axk? = m2g (_ m?vy2sen(By) cos(By) kx ) L mg sen(By)kx

m3v3,c0s3(fy) — m?vy2cos?(By) vocos?(By)

+ tan®*(By))

2 m?gsen(f,) kx mg sen(By)kx 5 " sen?p,
2 = o5 0Bo) (v cos(Bo) —kx) | vocos? (B) T (cos%)
2_ | m?gsen(By) mg sen(fo) sen”f,
2axk” = kx cos(By) (mv, cos(By) — kx) + Vo cos?(By) Ttk (coszﬁ())l

| m?gsen(B,) mg sen(fo) sen? B,
28K = ™ cos(Bo) (mog cos(Bo) — k) * vocos?(Be) T “‘(coszzfo)l
Sk = [ m2gsen(f,) mg sen(By) + kv, l
| cos(Bo) (mw, cos(Boy) — kx) v, cos?(B,)
m2gsen(Boy) _ mg sen(fBo) + kv,

c0s(Ba) (mvg cos(Be) — k) vocos?(Bg) K
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m?gsen(B,) vo cos?*(Bo)
cos(fBy) (mvg cos(By) — kx)

= mg sen(By) + kvy — 2akv, cos?(B,)

mkv?,cos(B,) — 2amv?, cos*(B,)
mg sen(B,) + kvy — 2akvycos?(By)

= cos(By)kx

2 _ 2
mv24c05(Bm)(1-2a cos?(Bm) (12)

Xméx - mg sen(Bm)+kvo—2avycos?(Bm)
A expressdo mencionada serve para determinar o alcance maximo que o
projétil percorreu até atingir o solo.

2.8 Energia dissipada do movimento de translacédo Linear

Figura 2 - Parametros basicos do Movimento

Fonte: Autor

Analisando a figura 2: a) E o esboco da trajetéria do projetil de massa m,
lancado com angulo de disparo S, e velocidade inicialv,, sendo A o ponto de partida
do projétil e B o ponto maximo da trajetoria

vocosfy

|1+ 220 (can(po))|

2:

Ve

mg mg my/ _ky
hméx = —T)/ + (T + vosenﬁo) . [E (e m — 1)]
1 1
AE,,, = (mghma'x + —mvez) — (0 + —mvoz)
2 B 2 A

AE,,; = mghps, + %mve2 - %mvoz (13)
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A equacado acima nos mostra a perda de energia o projétil do ponto inicial até

atingir sua altura maxima, no ponto mais alto da trajetoria.
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3. EQUACOES DE MOVIMENTO PARA O QUADRADO DA VELOCIDADE

Para nova expressfes também vamos considerar uma particula de massa m

Figura 3 - Parametros basicos do Movimento

Y 4

u 9

Fonte: Autor

(b)

Analisando a figura 3: a) E o esbogo da trajetéria do projetil de massa m,

lancado com angulo de disparo S, e velocidade inicial i, sendo f o angulo com a

horizontal e ¥ a velocidade num ponto genérico da trajetéria. b) A representacdo do

elemento da trajetdria ds, sendo r o raio de curvatura. [1]

3.1 Equacdes de movimento para a velocidade proporcional ao quadrado da

. .. k ~ ~
velocidade, definindo q = —em relacéo ao angulo B,.

Para o eixo x vamos determinar as equacodes da velocidade e a da posicéo

analisamos os parametros da figura 3 - a.

dv v() dv
2 f J dt

mE=—kv = E=—EU =

v(t) = u(l + qtu)™?!

, ~ s . ~ d
Da equacdo 14,vamos substituir a seguinte relagdo v =d—’:

expressao para a posicao.

x(t) t u
f dx = f dt
%o o 1+qtu

x(t) = %ln(l + qtu)

3.2 Equacgdes do Movimento vertical Langamento Vertical

(14)

, obteremos a

(15)

Para o eixo y vamos determinar as equac¢des da altura méxima e do tempo de

subida analisamos novamente os parametros da figura 3 - a.



19

dv 2
—= - -m
m— kv g

dv

- = —(qv? + g), vamos multiplicar por — dy, onde obteremos as expressées

mencionadas.

f .[-)’maxd 1 Vds
— _—— = =2 — — —_— .
" (qu +g) 0 y Zq s ymax

—Zi. [In(qv? + g) — In(qu? + 9)] = Vmax, Para v = 0, temos:

Vméax = 2q [1 (qu +g)] (16)

Utilizaremos novamente a equacédo 16 para determinar o intervalo de subida

do projétil.
fv dv J‘Yméx
= —dt
u (qu + g) 0
1 qu®+g
ts = 2qv [ln (qv2+g)] (17)

Para a descida do projétil analisaremos a figura 3 — a e seus parametros e

definiremos que no ponto mais alto da trajetéria v = 0.

m?zkvz—mg: ?z(qu—g)

v dv 1
JZEﬁTZS jdt:>?{mﬂw — 9) —In(qu? — g)]

te == |in (=) (18)

2q qu?-g

3.3 Equacdes da Posicdo no eixo X ,Y .
Analisando a figura 3-a que nos possibilita exprimir os parametros da figura 3-
b em relacdo aos angulos g para poder determinarmos as expressdes para as

posicdes do e seu intervalo do projétil em relacédo aos angulos S, € .

md, = —mgcosf (19)
a, =2 (20)
1_4d8

; T ds (21)
vdt = ds (22)

Substituindo a equacdo 22 em 20 obtemos a nova expressdo para a
aceleracdo normal da curva.

248
vdt

an
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a, = v‘;—[:, agora substituindo na equagé&o 19 obtemos nova equagao.

v = —gcosf (23)
dt
Analisando a figura 3-b e extraindo os parametros podemos encontrar uma
expressao que nos possibilita de terminar a posi¢cao em X.

dx = dscosff = dx = vdtcosf

‘U2

Jax=[-Tas

x =Xo =< [ v dp (24)

O método de calculo para as quadraturas € baseado no uso da relacao entre
uma variavel auxiliar u = vcosf e a variavel independente 8. Essa relacdo tem a
seguinte forma diferencial [3].
du dp
w3 cos3p

Vamos considerar a primeira quadratura e escrevemos, usando a relacao

u = vcosf, na forma [3].

1 (B[ u?
x‘x"_Efﬁo(cosZﬁ)dﬁ

u?tanf + utan 1 (P
X = Xg— p 'BO+—j tan 8 du
g gls,
u?tanf + u’tanf, 1 (P ku3
X =Xy — +—f tan B | ——-dp
g 9Jg, cos3p
u?tanp + u’tan 1 (P
X=Xy — p '80+—f tan B kv3dp
g glg,
u?tanp + u’tan 1 (P cosfdx
X=Xy — k 'BO+—j tanﬁkv3(—%)
g gls, v
u?tanp + u’tan k (8
X =xy— P bo _ —f visenfdx
g glg,
vZsenBcosp + vy?senfocosfy  k (P
X = Xg— ——fvsenﬁdx
g g9ls,
vZsenfcosp + vy2senfycos B
X =xq— peosh 7 0 Pocoshs _ kx(visenf — v?ysenfy) + k | xd(v?senp)
Bo
X =% v?ysen2fy—v?sen2f (25)

2g(1+¢)
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O resultado da equacgédo acima nos fornece determinar a posi¢éo do projétil a
partir do angulo inicial g, até ao angulo g.

Para calcularmos y em relacéo aos angulos S e 3, os calculos serdo analogos
que fizemos para determina x. Analisando a figura 3-b e extraindo os parametros
podemos encontrar uma expressao que nos possibilita de terminar a posicdo em Y.
dy = dssenff = dy = vdtsenf

1 P
y=yo—§] V2 tan B dp

0

u?tan?p + u’tan?p, N 1 J‘ﬁt 84
Y=Yo— — anf du
29 9 Jg,
B u?tan?p + u’tan?p, N 1 j‘ﬁt ku3 4
Y=Y 29 ), anf cos3f B
u?tan?p + u’tan? 1 (P
Y=y /32 ’8°+—j tan B kv3dp
g 9J)s,
u?tan®f +utan?B, 1 (P gcospdy
=Yo— +—| tanpkv? (——)
Y =Yo 29 gfo p -
u?tan®p + u?tan®p, kjﬁ 2senpd
Y=Y~ —— | v%senpdy
29 9 Jg,
vZsen?p + vy%sen? B
Yy =Yo— 4 29 0 Po _ ky(vsenf — v?ysenfy) + k | yd(v?senp)
Bo

Suponha que os limites de interacdo AB =8 — B, € uma familia pequena.
Entdo a integral pode ser calculada na area do trapézio com bases t, e t e altura

h = v?senf — v?,senf, e &= k(v?senf —vy?senf,) [3], como resultado fica na

forma.
Yy=DYo— visen’p 42-;0256712[30 — ky(v*senf — v?gsenf,) + g (to + t)(v*senp
— v?gsenfy)
y =y + vozsen;f;):;senzﬁ (26)

3.4 Altura datrajetoria
Vamos definir no ponto mais alto da trajetéria § =0,y, =0 e H =1y para

determinarmos a altura H da trajetoria para isso vamos utilizar a equacéo acima .
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vo2sen?f, — visen?f
g2+¢)
b= vo2sen?f,
92 + k(v?senf — vy?senfy))

2

Y=Y+t

vo2sen?fy
~ g(2—kvo2senfy))

(27)
A expressdo que foi descrita acima nos fornece os parametros para
determinarmos a altura maxima do projétil para o quadrado da velocidade.
3.5 Calculo do tempo em relacdo a f e B,
Para calcularmos tempo em relacdo aos angulos 8 e 8, 0s calculos serdo
anélogos que fizemos para determina Y. Analisando a figura 3-b e extraindo os
parametros podemos encontrar uma expressdo que nos possibilita de terminar o

tempo.

vE = —gcosf
fdt —f "4
B gcospB g

10 v
t:to__f

g Jg, cosp
utanp + utan 1 (8
(= ¢ Ak ﬂ°+—J tan B du
g gls,
3 utanf + utanf, 1 j B ku3
t=t, ; + Otanﬁ Tl
utanfl + utan 1 (P
t=t,— p ﬁ°+—f tan B kv3dp
g gls,
utanf + utan 1 (P cosfdt
t =ty — A 'BO+—j tanﬁkv3(—u>
g glg, v
utanf + utan k P
t=tg— F bo _ —f visenfdt
g glg,
visenf + vyisen B
t=t,— p 2 ° bo _ ky(v2senf — v?,senf,) + kf td(v?senp)

0

Suponha que os limites de interacdo A = S — [, € uma familia pequena.
Entdo a integral pode ser calculada na area do trapézio com bases ¢, e t e altura
h = v?senf — v?,senf, e &= k(v?senf —vy?senf,) [3], como resultado fica na

forma.
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2 2
vesenf + vy“sen k
t=t,— P 5 o_senfo _ ky(v2senf — v?ysenpBy) + > (to + t)(v%senf
—v2,senfy)
_ 2(vg?sen?By—v?sen?B)
t=ty,+ TS (28)

3.6 As velocidades v em relagcédo ao angulo B e a velocidade externa(v,)
No caso para a resisténcia do ar v" pode ser tratado explicitamente a partir
dessas rela¢des por um método de Legendre [4].

1 nkcos”ﬁ f cos"pB

vn cos”“/} vhocos™f,

Para determinarmos a velocidade v, vamos definir n =2 e substituir na
equacao acima e entdo encontraremos a velocidade, mas primeiro vamos resolver a

integral.
B du
fﬁo COS"+1,8
B du _ 1| senp L T senf, Bo
LO cos3f 2 [coszﬁ +in (tan (2 + 4))  cos?B, +in (tan ( 2 * 4))
fB) = _[se 'L;+ ln(tan(i +Z)>

senfy Bo ™
f(Bo) = [ 24, +In <tan (7 + Z))

Agora vamos substituir as solugdes das integrais na equacao abaixo

1 nkcos”[? f cos™p

— cos"“ﬁ vocos™By
1 chosz,B cos?p
== LB - )| + i

1 2 2kcos?B 11
cos“f __ﬂ[z(f(ﬁ)—f(ﬁo))]

v?  v?yc0s?p,

v2,cos?B, — cos?f kcos ,B

[(FB) - F(B)]

v2v2,c0s%p,

kcos [3

v2,c08%By — cos?p =

[(f(ﬁ) f(ﬁo))] v2p? 0CO0S ,3
v2,c08%B,

[(F(B) = F(Bo))]- v2ec0s2By + cos?

kcos B
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V28 = v2,cos?p,
c0525[1 eos Bl () - £(Bo))]
V(8 = voc0sBa (29)

cosp [1-20=Bor 0|1 () (3y))]
A expressao acima nos mostra a velocidade em relacédo ao angulo g antes da
altura maxima atingida pelo projétil.
Para determinarmos v, no ponto mais alto da trajetoria, vamos definir § =0
os calculos serdo analogo da equacgéo acima e a sua velocidade inicial sera definida

como sendo u = v,.

1 2kcos?B 1 o f
=t 0 - )| + e
1 k

57 = "l S G+

1 1 kcos ﬁ
v2 vzocoszﬁo

[(FB)]

2 _ kcos ,B

[(F(B))]- v*v24cos?B,

v2yc0s%By — v

vocosf
Ve = kcos(;[? 1720 (30)
[ B o g

A equacdo acima nos mostra a velocidade externa na altura maxima atingida
pelo projétil.

Agora se formos definir como sendo n = 1, teremos outras representacdes, 0s
calculos sera analogos aos ja feitos para as equacfes acima, segue abaixo as
solucdes das velocidades.

1 nkcos”ﬁj cos"p

on cos”“ﬁ Voo™,

vn

1 kcosB (B du cosf

v mg Jp cos?B  vocosfy

B du
J, o7 = eanttr = canGs)

2
1 — _ keos 'B [(tan(B) — tan(By))] +

cos?p

voC0S? B,
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v(B) = Tocosfy (31)

cosB 1—%[(tan(ﬁ)—tan(ﬁo))]

A expressao acima nos mostra a velocidade em relacédo ao angulo g antes da
altura méxima atingida pelo projétil para velocidade linear.

Para determinarmos v, no ponto mais alto da trajet6ria, vamos definir § = 0
os calculos serdo anélogo da equagéo acima e a sua velocidade inicial sera definida

como sendo u = vy,(ver figura 3).

1 3 kcosp cosf
5= e [(tan(B) — tan(B,))] + 16c0S B,
1 k 1
5= g L(—tan(B)] + 5o
1 1 3 kcosp
v vocosBy " mg [(tan(Fo))]
Vocosfy —v =+ keosp [(tan(Bo))]- vwocos?Bo
mg
Ve = voc0SPBo (32)

k
1+52200%0 tan (Bo)]

A equacdo acima nos mostra a velocidade externa na altura maxima atingida
pelo projétil para velocidades lineares.

3.7 Energia dissipada do movimento de translagéo

b2 u’cos?p,
[ ()|
- u?sen?p,

k(2 + ku?senp,)

1 1
AE,,, = (mgH + —mvoz) — (0 + —mvez>
2 B 2 A

AE,,, = mgH + %mve2 — %mu2 (33)
A equacao acima nos mostra a perda de energia o projétil do ponto inicial até

atingir sua altura maxima, no ponto mais alto da trajetéria para o quadrado da

velocidade.
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4, CONSIDERAQ@ES FINAIS

Neste trabalho foram analisado alguns dos aspectos da dinamica do
movimento de um projétil no plano vertical submetidas a forcas resistivas do tipo
linear e quadratica da velocidade da mesma, desde um tratamento analitico. Com
certas restricbes das condi¢Oes iniciais encontramos as respectivas equacgdes de
movimento, 0 que nos possibilitou calcular a perda de energia mecéanica do projétil,
mostrando como ela depende dos parametros inicias, angulo de tiro e velocidade
inicial.

A perda de energia é calculada analiticamente até que o projétil alcanca sua
altura maxima de voo, observando que se a velocidade do projétil for muito alta a
perda de sua energia sera maior quando a forca de atrito € do tipo quadratico da
velocidade do projétil, logo este ira analisar em particular a perda da energia do
projétil quando este percorre os pontos citados na figura 3-a em um movimento
parabodlico. Com isto este busca que o leitor tenha uma visdo do fendmeno que esta
ocorrendo chegue proximo do mais real possivel e auxiliar em futuros estudos de

Mecanica para o ensino de fisica.
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